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Théoreme de Weierstrass

Théoréme 1 (Weierstrass). L’ensemble des polynomes sur [a,b] est dense dans (C°([a,b],R), |.||..)-

Démonstration.

Fixons € > 0, f € E et (Xn)nen une approximation de 'unité.

Etape 1 : Montrons que la suite (f * xn) converge uniformément vers f.

Comme f est a support compact, elle est uniformément continue par le théoreme de Heine. Il existe donc § > 0

tel que, pour tous x,y € R, |z — y| < § entraine |f(x) — f(y)| < e. Par ailleurs, on peut choisir N € N tel que,
pour tout n > N, f‘t|>5 Xn(t)dt < e. Alors, pour n > N, on a :
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Ainsi, ||(xn *f) = flloo < (1 +2 ||f]l)e, d’ott la convergence uniforme.

Etape 2 : On suppose f a support dans [—%, %]

On considére, pour tout n € N, a,, = f_ll(l —t2)™ dt, et P, la fonction définie par :

P,:|R — R

2\n
t — % si [t} <1
0 sinon

On a que P, est une approximation de I'unité. Montrons que P, * f est un polynéme sur [—%, %} Ona:

(P )(@) = /j Po(x — ) £(¢) dt

1
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Pour z € [—1,1], on a ainsi |z — ¢| < 1, et :

pn(m,t):(l_‘r—_t qu
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avec gk un polynome. Ainsi :
2n

(Pos @)= 3o [ a s

k=0 -

[N

Donc P, * f est bien un polynéme sur [—%, %}

Etape 3 : Cas général.

Soit f : [a,b] — R continue. On considére ¢ < d dans R tels que [a,b] C]e,d[. On prolonge f par :
— Une fonction affine sur [¢, a], valant 0 en ¢ et f(a) en a.
— Une fonction affine sur [b,d], valant f(b) en b et 0 en d.

On obtient ainsi une fonction continue & support dans [¢,d]. On considére la fonction :

©: [—%,%] — [c,d]
x — (d—c)z+ <54

On obtient que f o ¢! est limite uniforme d’une suite de polynomes 1, par les étapes précédentes, donc f est

limite uniforme de la suite de polynoémes v, o ¢.
O

Conclusion. Toute fonction réelle continue sur un compact peut étre approchée uniformément par une suite
polyndmes. <
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