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Théorème de Weierstrass

Théorème 1 (Weierstrass). L’ensemble des polynômes sur [a, b] est dense dans (C0([a, b],R), ‖.‖∞).

Démonstration.

Fixons ε > 0, f ∈ E et (χn)n∈N une approximation de l’unité.

Étape 1 : Montrons que la suite (f ∗ χn) converge uniformément vers f .
Comme f est à support compact, elle est uniformément continue par le théorème de Heine. Il existe donc δ > 0
tel que, pour tous x, y ∈ R, |x− y| < δ entraîne |f(x)− f(y)| < ε. Par ailleurs, on peut choisir N ∈ N tel que,
pour tout n > N ,

∫
|t|>δ χn(t) dt < ε. Alors, pour n > N , on a :

|(χn ∗ f)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

R
χn(t)f(x− t) dt− f(x)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫

R
χn(t)(f(x− t)− f(x)) dt

∣∣∣∣
6
∫
R
χn(t) |f(x− t)− f(x)| dt

6
∫ δ

−δ
χn(t) |f(x− t)− f(x)| dt +

∫
|t|>δ

χn(t) |f(x− t)− f(x)| dt

6 ε

∫ δ

−δ
χn(t) dt + 2 ‖f‖∞

∫
|t|>δ

χn(t) dt

6 ε

∫
R
χn(t) dt + 2ε ‖f‖∞

6 (1 + 2 ‖f‖∞)ε

Ainsi, ‖(χn ∗ f)− f‖∞ < (1 + 2 ‖f‖∞)ε, d’où la convergence uniforme.

Étape 2 : On suppose f à support dans
[
− 1

2 ,
1
2
]
.

On considère, pour tout n ∈ N, an =
∫ 1
−1(1− t2)n dt, et Pn la fonction définie par :

Pn : R −→ R

t 7−→

{
(1−t2)n

an
si |t| 6 1

0 sinon

On a que Pn est une approximation de l’unité. Montrons que Pn ∗ f est un polynôme sur
[
− 1

2 ,
1
2
]
. On a :

(Pn ∗ f)(x) =
∫ 1

2

− 1
2

Pn(x− t)f(t) dt

Pour x ∈
[
− 1

2 ,
1
2
]
, on a ainsi |x− t| 6 1, et :

Pn(x− t) = (1− (x− t)2)n

an
=

2n∑
k=0

qk(t)xk
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avec qk un polynôme. Ainsi :

(Pn ∗ f)(x) =
2n∑
k=0

xk
∫ 1

2

− 1
2

qk(t)f(t) dt

Donc Pn ∗ f est bien un polynôme sur
[
− 1

2 ,
1
2
]
.

Étape 3 : Cas général.
Soit f : [a, b]→ R continue. On considère c < d dans R tels que [a, b] ⊂ ]c, d[. On prolonge f par :

— Une fonction affine sur [c, a], valant 0 en c et f(a) en a.
— Une fonction affine sur [b, d], valant f(b) en b et 0 en d.

On obtient ainsi une fonction continue à support dans [c, d]. On considère la fonction :

ϕ :
[
− 1

2 ,
1
2
]
−→ [c, d]

x 7−→ (d− c)x+ c+d
2

On obtient que f ◦ ϕ−1 est limite uniforme d’une suite de polynômes ψn par les étapes précédentes, donc f est
limite uniforme de la suite de polynômes ψn ◦ ϕ.

Conclusion. Toute fonction réelle continue sur un compact peut être approchée uniformément par une suite
polynômes. C
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